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Annotatsiya: Ushbu maqolada sferik koordinatalar sistemasining ayrim 

qoʻllanishlari bayon etilgan.  Xususan,  sfera  tenglamasi,  koordinata  tekisliklari  

tenglamalari keltirilgan, hamda uch karrali  integralni hisoblashda sferik 

koordinatalardan foydalanishga  oid  misol  yechib  koʻrsatilgan.   

Kalit soʻzlar: Dekart koordinatalar, sferik koordinatalar, sfera,  uch karrali 

integral. 
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Fazoda 𝑂𝑥𝑦𝑧 dekart koordinatalari sistemasi kiritilgan boʻlsin. Markazi 

koordinatalar boshida  (ya’ni  𝑂 nuqtada) boʻlgan 𝑅 radiusli sferani qaraylik. 

 

Ma’lumki, bu sferaning nuqtalari  

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2 

tenglama bilan aniqlanadi. Sferadagi  biror (ixiyoriy ravishda tanlangan ) 

𝐴 nuqtaning 𝑂𝑥𝑦  tekisligiga proyeksiyasi  𝐴ˊ nuqta boʻlsin. 𝑂𝐴ˊ Kesma 𝑂𝑥 oʻqi 

bilan 𝜑  burchak hosil qilsin. 𝑂𝐴 va  𝑂𝐴ˊ kesmalar orasidagi burchak esa  ψ  

boʻlsin. U holda chizmadan  𝐴  nuqtaning 𝑥𝐴,   𝑦𝐴  va 𝑧𝐴 koordinatalari  va  𝑅𝐴,

𝜑𝐴, 𝜓𝐴  kattaliklar orasida   

𝑥𝐴 = 𝑅𝐴 cos 𝜑𝐴 cos 𝜓𝐴, 

𝑦𝐴 = 𝑅𝐴 sin 𝜑𝐴 cos 𝜓𝐴, 

𝑧𝐴 = 𝑅𝐴 sin 𝜓𝐴 

bogʻlanishlar mavjudligini    koʻrish  mumkin. 𝑠𝑖𝑛 va 𝑐𝑜𝑠 funksiyalar davriy 

boʻlganligi uchun bu bogʻlanishlar oʻzaro bir qiymat boʻla olmaydi. Oʻzaro bir 

qiymatlilikni saqlash maqsadida   

0 ≤ 𝜑 < 2𝜋, 
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−
𝜋

2
≤ 𝜓 ≤

𝜋

2
 

 cheklovlar kiritiladi.  𝐴  nuqta ixtiyoriy ekanligidan qaralayotgan sferadagi har 

qanday  (𝑥, 𝑦, 𝑧)  koordinatali nuqta  

𝑥 = 𝑅 𝑐𝑜𝑠𝜑 𝑠𝑖𝑛𝜓 

𝑦 = 𝑅 𝑠𝑖𝑛𝜑 𝑐𝑜𝑠𝜓 

𝑧 = 𝑅 𝑠𝑖𝑛𝜓 

0 ≤ 𝜑 < 2𝜋, 

−
𝜋

2
≤ 𝜓 ≤

𝜋

2
 

 munosabatlarni qanoatlantiradi. 

 Hosil qilingan {𝑂, 𝑅, 𝜑, 𝜓} sistema fazodagi sferik koordinatalari sistemasi 

deyiladi. Bunda yuqoridagi munosabatlar sferik koordinatalar 𝑅, 𝜑, 𝜓  dan 

Dekart koordinatalar  𝑥, 𝑦, 𝑧  ga oʻtish formulalari deb yuritiladi.  

{𝑂, 𝑅, 𝜑, 𝜓}  koordinatalar sfera orqali kiritilgani uchun sferik 

koordinatalar sistemasi deb yuritiladi. 

Boshqacha izoh: Fazoda tayinlangan 𝑂 nuqta va  𝑅 > 0 kattalik 

oʻzgarmasa  𝜑 va 𝜓 kattaliklar qabul qilishi mumkin bo’lgan barcha qiymatlarni 

qabul qilganda hosil boʻlgan nuqtalar toʻplami fazodagi  sferani beradi.  

Shuni alohida takidlash joizki, 𝑅 = 0 boʻlganda  𝜑 va 𝜓 kattaliklarning har 

qanday qiymatida  ham  yagona 𝑂 nuqta  hosil boʻlaveradi.  Shuning uchun   

odatda   𝑅 > 0  qiymatlar  qaraladi. 

Endi 𝑂𝑥𝑦𝑧 fazodagi   koordinatalar bilan berilgan  nuqtaning  𝑅, 𝜑, 𝜓  sferik  

koordinatalarini  topamiz. Chizmada koʻrinadiki,  

𝑅 = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2, 

𝜑 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠
𝑥

√𝑥2+𝑦2
 ,  yoki   𝜑 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛

𝑦

√𝑥2+𝑦2
 

𝜓 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛
𝑧

√𝑥2+𝑦2+𝑧2
,  yoki   𝜓 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠

√𝑥2+𝑦2

√𝑥2+𝑦2+𝑧2
 

(2) munosabatlar dekart koordinatali sistemasidan sferik koordinatalar  

sistemasiga oʻtish  formulalari  deb yuritiladi.  

 Ayrim fazoviy figuralarning sferik  koordinatalar  sistemasidagi  

tenglamalarni  keltiramiz. 
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1. Markazi koordinatalar boshida boʻlgan, radiusi  𝑅0  ga teng  sfera  

tenglamasi: 

𝑅 = 𝑅0 

2. 𝑥 = 0 tekislik (ya’ni, 𝑂𝑥𝑧  koordinatalar tekisligi)  tenglamasi: 

𝜑 =
𝜋

2
, 𝜓 =

3𝜋

2
 

3.  𝑦 = 0   tekislik tenglamasi (ya’ni  𝑂𝑥𝑧  koordinata tekisligi ) tenglamasi: 

4. 𝑧 = 0 tekislik ( ya’ni 𝑂𝑥𝑦  koordinata tekisligi ) tenglamasi: 

𝜓 =
𝜋

2
 

Endi  sferik koordinatalar  sistemasining  uch karrali  integrallarni  

hisoblashdagi tatbigʻini koʻrsatamiz.  Buning  uchun  

( , , ) ( cos cos , sin cos , sin )f x y z dxdydz f R R R J dRd d      


=   

formuladan foydalaniladi. Bu yerda J Yakobian deb ataluvchiushbu 

determinantdan iborat: 

2 2 22 3 2 2 2 2

2 2 2 22 3 3 2

cos cos sin cos cos sin

sin cos cos cos sin sin

sin 0 cos

cos cos sin sin cos cos sin cos

sin cos cos sin cos cos

x x x

R
R R

y y y
J R R

R
R

z z z

R

R R R

R R R R

 
     

     
 

 

 

       

     

  

  
− −

  
= = − =
  

  

  

= + + +

= + =+

 

Demak, 
2

( , , ) ( cos cos , sin cos , sin ) cosf x y z dxdydz f R R R dRd dR       


= 

  

Misol.  
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22 2
( )dxdydzyx z



+ +    uch karrali  integralni    
22 2

: 1yx z + +    shar 

boʻyicha hisoblang. 

Yechish. Avvalo   

cos cos

sin cos

sin

x R

y R

z R

 

 



=

=

=

       tengliklar  qoʻllab,  

2
2 22 2 2 2 2

2 2 22 2

22 2 cos cos sin cos sin

cos sin

( ) R R Ryx z

R R R

    

 

+ + =

+

+ + =

= =

 

        Ekanligini  topamiz.  Keyin  Ω  sharning sferik koordinatalar  sistemasidagi  

ifodasini yozib olamiz, bunda shar  radiusi 1 ekanligini e’tiborga olamiz: 

0 ≤ 𝑅 ≤ 1, 

0 ≤ 𝜑 < 2𝜋, 

−
𝜋

2
≤ 𝜓 ≤

𝜋

2
 

 

Shuning uchun  

  

2 12
2 2 4

0 0

2

1
4

0

22 2
    cos cos

1 4
2 * 2 * 4 * .

(

5 5 5

)dxdydz dRd d d d dRR R Ry z

R

x







     


 

 
−

=+ + = =

= = =

    
 

      hosil boʻldi 
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